TEMA 3: REPRESENTACION DE FOURIER

Analisis de Fourier: senales periddicas discretas y su representacion
mediante series de Fourier (DTFS); senales periddicas continuas y su
representacion mediante series de Fourier (FS); sefales aperiodicas
discretas y su representacion mediante transformada de Fourier (DTFT);
sefnales aperiddicas continuas y su representacion mediante transformada
de Fourier (FT); propiedades de la representacion de Fourier; transformada
de Fourier de senales periddicas.

FUNCIONES BASE DE SISTEMAS LTI

Tema 2: las funciones base eran impulsos desplazados

Si representamos la senal de entrada como combinacion lineal de impulsos
desplazados y escalados, la respuesta del sistema LTI es una combinacion
lineal de las respuestas al impulso desplazadas y escaladas.

e Sistemas Discretos:

0]

x[n] = z x[k]8[n — k]

K=—c0
oo

ylnl = )" xlklh[n — k] = x[n] * hin]

K=—o0
e Sistemas Continuos:
x(t) = f *()8(t — 1)dr

() = f " @Rt — D)t = x(6) 5 h(D)

Tema 3: las funciones base son exponenciales complejas

e Casogeneral: ¢(t)=e%, s=0+jw; ¢[n]=2z" z=re?
¢(t), ¢[n] son funciones propias (autofunciones) de los sistemas LTI:
— Six(t) = e, entonces:

y(t) = h(t) * x(t)
= f h(Dx(t — 1)dt = eStf h(t)e™*dt =eStH(s)
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H(s): valor propio (autovalor) asociado a la exponencial compleja e*t

— Si x[n] = z", entonces:

0] 0]

y[n] = hin] * x[n] = Z h[k]zn* = zn Z h[k]z™* = z"H(z)

k=—c0 k=—c0

H(z): valor propio (autovalor) asociado a la exponencial compleja z"

e Fourier: ¢(t) =e/®t;  ¢[n] =/
¢(t), ¢[n], funciones propias (autofunciones) de los sistemas LTI.
— Si x(t) = e/®t, entonces:

y(t) = h(t) * x(t) = e/**H(jw) = x(t)H(jw)

H(jw): valor propio (autovalor), en general complejo, asociado a la
exponencial compleja e/®t,

Si la entrada a un sistema LTI continuo es una exponencial compleja,
la salida sera la misma exponencial compleja multiplicada por la
respuesta en frecuencia del sistema H(jw).

— Si x[n] = /2", entonces:

y[n] = h[n] * x[n] = e/H(e/®?) = x[n]H(e/?)

H(efﬂ): valor propio (autovalor), en general complejo, asociado a la
exponencial compleja e/%m,

Si la entrada a un sistema discreto LTI es una exponencial compleja,
la salida serd la misma exponencial compleja multiplicada por la

respuesta en frecuencia del sistema H(e/?).
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Ortogonalidad de las exponenciales complejas

- Dos secuencias discretas ¢[n] y ¢,,[n] periddicas de periodo N son
ortogonales si su producto interno es nulo:
N-1
(Bulnl gl = D dulnly gialnl = ) elman

n=(N) n=0

N, k=m
0, k+m

- Dos senales continuas ¢,(t) y ¢,,(t) peridodicas de periodo T son
ortogonales si su producto interno es nulo:

T
(Dr (), (D) = |  Gmi(t) = f
T)

( 0

T.k=m

j(k—m)wgt —
€ °dt {O, k#m

REPRESENTACION DE FOURIER

TIEMPO Periodica No Periodica
Series de Fourier Transformada de Fourier
Continua (FS) FT
Series de Fourier en tiempo Transformada de Fourier en
Discreta discreto tiempo discreto
DTFS DTFT

SERIES DE FOURIER DE SENALES DISCRETAS EN EL TIEMPO (DTFS)
x[n] = Yy X[k]e/FPon (Ecuacién de sintesis)

X[k] = %Zn=(N> x[n]e~7kSon (Ecuacion de anélisis)

21
x[n] y X[k] tienen periodo N; Q, = ~
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SERIES DE FOURIER DE SENALES CONTINUAS EN EL TIEMPO (FS)

x(t) = Xi=—co X[k]ek®ot (Ecuacién de sintesis)
X[k] = %ffooo x(t)e Jkwotdt (Ecuacion de andlisis)
21

x(t) tiene periodo T; wy = T

- Convergencia de las Series de Fourier (FS):

Senales periodicas que tienen energia finita en un periodo pueden
representarse mediante series de Fourier:

f |x(8)]?dt < o
(T)

Si se cumple esta condicion, esta garantizado que los coeficientes de la series
de Fourier son finitos: X[K] < .

Ademas, el error en la aproximacion por la serie truncada de Fourier tiende

a cero a medida que se toman mas coeficientes, es decir, el error cometido
tiene energia nula:

f lerror(t)|?dt = 0; MSE =0
(T)

Esto no significa que x(t) = £(t) Vt, sino que no hay energia en su diferencia.
La igualdad estricta, es decir, la convergencia punto a punto excepto en
valores aislados de t para los cuales x(t) es discontinua puede asegurarse si
se cumplen las condiciones de Dirichlet:

1. x(t) es absolutamente integrable en un periodo

f lx(t)|dt < oo
(T)

2. El nmero de maximos y minimos de la sefnal en un periodo es finito.
3. El nUmero de discontinuidades de la sefal en un periodo es finito.
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TRANSFORMADA DE FOURIER DE SENALES DISCRETAS EN EL TIEMPO (DTFT)
x[n] = %ffnx(efﬂ)efﬂndﬂ (Ecuacion de sintesis)
X(e/?) = ¥ _ o x[n]e/n (Ecuacion de analisis)
X(e/?) tienen periodo 2m

- Convergencia de la Transformada de Fourier (DTFT):

Las ecuaciones de analisis y sintesis son validas para senales absolutamente

sumables:
> lxdnll < oo

n=-—oo

Si no se cumple esta condicion, pero tiene energia finita:

i lx[n][* < o

n=-—oo

Entonces, la suma de la ecuacion de analisis converge en el sentido de
energia nula en el error cuadratico medio, aunque no converge punto a
punto.

TRANSFORMADA DE FOURIER DE SENALES CONTINUAS EN EL TIEMPO (FT)
x(t) = %ffooo X(w)e/*tdw (Ecuacion de sintesis)
X(w) = ["_x(®eIetdt (Ecuacion de anlisis)

Para cada frecuencia w, la FT de una sefal continua y aperiodica, X(jw),
representa el contenido espectral de la senal x(t) correspondiente a esa
frecuencia. La sefal x(t) puede escribirse como superposicion de armoénicos a
frecuencias sefal w, cuyas amplitudes vienen dadas por X(jw).
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- Convergencia de la Transformada de Fourier (FT):

Si la senal x(t) tiene energia finita:
f |x(8)]?dt < o

La transformada inversa de Fourier F~1(X(jw)) — x(t). Esto no significa
convergencia punto a punto (x(t) = £(t) Vt ) pero si que hay energia nula en
el error de la aproximacion

La convergencia punto a punto excepto en valores aislados de t para los
cuales x(t) es discontinua puede asegurarse si se cumplen las condiciones de
Dirichlet:

1. x(t) es absolutamente integrable en un periodo

foo lx(t)|dt < o

2. El nUmero de maximos y minimos de la sefnal en un periodo es finito.
3. El nUmero de discontinuidades de la sefal en un periodo es finito.

TRANSFORMADA DE FOURIER DE SENALES PERIODICAS

La transformada de Fourier se ha definido para seiales aperiddicas, senales de
energia. Podemos generalizarlas a sefales de potencia incluyendo &[n] o §(t)
en la transformada. Asi:

DTFT

xfnl = ) X[kl 0o s X(e) =21 Y X[KIS(Q — k)

k=(N) k=—c0

x(t) = Z X[kleMoot < x(jw) = 21 Z X[k]8(w — kwy)

k=—c0 k=—c0

La transformada de Fourier de una senal periddica es un tren de deltas cuya
frecuencia angular es multiplo de la frecuencia fundamental de x(t) y cuyos
pesos son los coeficientes del desarrollo de la serie de Fourier multiplicados por
21.
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PROPIEDADES DE LA REPRESENTACION DE FOURIER

Las propiedades fundamentales de la representacion de Fourier para las seiales
analizadas anteriormente estan reflejadas en la tabla proporcionada en clase y
que también tenéis en la pagina de la asignatura.
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